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Tout document et tout moyen de communication sont interdits.
Les copies devront étre rédigées avee soin. On énoncera avee précision les résullats
utilisés.

Les exercices sont indépendants. Les résultals aur questions qut ne seront pas démontrés
peuvent elre admis pour répondre eur questions suivanles.

Iixercice 1. Equations différentielles et séries, [Baréme indicatif: 6 pts.]

1. Soit un entier n = (0. On considére 'équation différentielle
Y1 (t) + yalt) = cos(nt) VieR (1)

1.1 Donner, en fonction de n, 'ensemble des solutions reéelles de cette équation.
1.2 En déduire 'ensemble des solutions réelles de I'équation différentielle

yn(l) + ynlt) = ancos(nt) VieR (2)
ol @, est une constante réelle,

2. On considére une suite numérigque réelle (a,).»q telle que la série Z |a,| soit conver-
gente.
On pose
F = Zﬂﬂ cos(nt] VieR (3)
=0
Maontrer que [ est définie et continue sur &
3. En le justifiant avec précision & I'aide des théoremes du cours, chercher les solutions
de équation différentielle suivante:

V') +u(t) =D ancos(nt) = f(1) VtER @

nz0

Montrer en particulier que les solutions sont de classe C* sur B
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Exercice 2. Séries entiéres, séries alternées [Baréme indicatif: 4 pts.]

Soit I la fonction donnée pour & dans E par:

B 2
Flz) = f e sl P8 (1
]

on
e

4
[

In(1 + %)

£

1. Sans chercher a calculer une primitive de , montrer que F' est définie ef
continue sur R

2. Montrer que sur ] — 1,1], le développement de F' en série entiére est:

e R pn
F) m = = o (AP g o (6)
3. On pose
il
Fale) = ()25 vz € [01), (7)

3.1 Montrer que la convergence de la série de fonctions ¥~ F}, est uniforme sur [0,1).

Yin(l + £2) = (—1)"*!
3.2 En déduire que e T t=§ ........ 1
3.2 En déduire qupf . d 3

0 n=1

Al _l}n+1

4. 4.1 Pour quelles valeurs de 'entier /N est-on certain que Z {? soit une valeur
2n®

n=1
1 a
In(1 4+ ¢=
approchée & 1077 de f “{f} dt?
t]

4.2 Eerire sous forme de somme de fractions une valeur approchée & 1077 de

1 2
f In(l+#) .
7]

i

Probléme. [Baréme indicatif: 10 pts.|

PARTIE I: ETUDE D'UNE SERIE DE FONCTIONS
1. Question prélimingire. Seit g : |1, + oc|— B définie par

il :‘_zl Vel 40l (8)

Montrer que g est décroissante. En déduire qu'elle est bornée.
2. On considere la série de fonctions de terme général f, (n = 2), définie sur [1, + oof

par
falz) = f,fn Vn>2 z>1 (9)
Montrer que cette série de fonctions est simplement convergente sur [1, + oof. On
pose alors
00
f2) =) falz) Yz e[l +oof. (10)

n=2
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3. Soit un réel o > 1. Montrer que la série de fonctions est normalement convergente

sur |a. + ocl.

+oo
4. On pose Ry = Z Fa-

n=MN+1

4.1 Montrer qu’il existe un réel M > 0 tel que pour tout z € [1, + ool

M
By s v

4.2 Montrer que f est continue sur [1, + oo,

5. Montrer que [ est ' sur |1, 4 ool.

PARTIE 1l : REPRESENTATION GRAPHIQUE

6. Montrer que [ est décroissante sur [e, + oof.
. Montrer que

=1

0% 1(x) £ or)

HEn déduire lim f(x),
o—t+oo

(11)

(12)

8. Donner 'allure de la représentation graphique de [ en se restreignant a 'intervalle

e, + oal.
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