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Exercice extrema liés

Toutes les répunses doivenl elre juslifiees, Tne atiention particuliere sera apportée & la qualité
de la rédaction

Pour (x.y) € B? on définit les deux fonctions a valeurs réelles suivantes - ol y) = & — 7.
ot glx.y) = xsin (2}~ sin (¥). On introduit le sous snsemble £ = {{r.y) € B, ol y) =0}, et
o sintéresse an probleme @

Lrouver les extrema de o dans £ (1]

(C}1) En utilisant le théoreme des multiplicateurs de Lugrange, apres en avoir vérifie les liy-
pothiaes, éorire les équations permettant de déterminer les extrema de o sur £ (on ad
mettra qne les seules solutions du svsteme d'équations non lindaires som les solulions
fvidentes (0L Ex)).

{02} WMantrer gue le théoreme des fonctions implicites s appligue pour Néouation ¢l gl = 0
dans nn vaisinage do point (0, A7) Calevler les derivees premiere ot seconde  de fa
fonetion ains obtenue,

(Cx3) Donner la nature des points (0, &7 ) (minimunt, maximu on point selle)

Exercice espaces vectoriels normés

Toules les réponses doivent etre justifi¢es. Une attention partienhire sera apportée o la qualice
de la rédaction
Soit f une fouction continue définis sur [U. T non négative donnée: Paur (0 < T fixd. on

g'interesse a la solutivn du problemns

f gz} =sif). 0O Shs T _ ()

L 50 = (11 s

La fonction ¥ représente |'évalution au cours di temps dune gquantind, of Pon souhaite que la
valeur initiale w(0) soit reliée & sa valeur finals'.
(@1] Moutrer que la solution du probléme (2] peut s'écrite comme :

i I
y(t) = (1+(T))° + / Flshds (3)

4

Pour les sciences financigres il ast esszentiel de relier les vmlenrs initiales en fnales o'un investiserent




(Q2) On définit I — C°([0.T|: R comme U'enzemble das fonctions continues sur [0, 7] muni de
la porme infinie ||vf|.e = sup |p(i)] O introduly 2lors le sous ensemble
ie[0.07]

B ={v€ ENt5 [0, The{(f) 20}

Maontrer gque I¥ ost un sous ensemble compler de B
(€33) Montrer que le théoreme du peoint fxe permes d'gtablir Peslence dune solulion du
probléme ().
onmer un procedé récurrent pour calouler v selution de (3) el pour f{t) = ¢ en part
(L) D procéd t ¢ 1 | el pour f{t] =1 en partant
de la fonction nulle caleuler les deuxw premidres itérdes.

Probleme de calcul différentiel et calcul integral

Tontes les réponses dowvent otre Justifices, Une atrontion particuliere sera apportée o la qualite
e o ridaction

Four [ < o donné. on note Sy la sphére de contre & (a.a.a) et de ravon 0= B < a et
1y 1o boule délimiatée par S On notera que la premitre question ne sert pas dans la sulte du
prolileme.
" = : 35 m B - R
(L) Calealer Lo volume do domaine limite par Sp et les plds c=a el 2 =u + 7.

I

Claleuler aive de la portion de surface © de 55 limitée par les plans s =a et z =a — 3.
O eomsidere la fonetion g ¢ B! \ (0. 0.0) — X définie par g(z.y. 3) = ln ( \k.f'fj"" 4y :::').

{22} Montrer gue g est une fonetion de classe C

sRe e B V00,010

Calculer 54 matrice jacoblenne au point (2oy 7] que Uon notera par Dala, g, 2)-
Mantrer que la trace” de la matrice hessisnne I7 de ¢ au poing (z, y, =) vérifie ;

TriH (x =

Y
ot vénfie de plus Uidentité suivante
Div(gradglz,v.2)) = Fr{H {220 Flew.2) e BY (0,000 {4

(€33} Donner un vecteur unitaire normal 7 & 57 crisnte par [ nonmale exierisure 4 By au point
Mz.y. z).

{Q4} On note (r. 8. ) les coordonnéss sphéricues de centre Wi, g, o) dn peint M7, y, 2) (voir
figure 1].

s
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T
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o
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2on rappelle gue la trace dune matrice est 12 somm Slaments diagonans




On comsidére nne fonetion @ (oo 2) = fleog 2] de classe O on peut alors définir la
fonction I (r.0, ) — Flr.6.¢) avee s Fr, 8, 2) — Flz. v, 2},

Verifier qu'au point M (e v =) de Sg

wd f = (8.8 )

grad f - :

m
la:sphere 5

s la normale & | 7. O Note

((J5) Seit A =
Tia ;

g+ trgs ) — fle, u,s) .

()

d;..l.. - '.";".-\_I

Dsflr.y.2)— lm = J

£ 1l

-l b}

Montrer gqueddz [{e. y. 7)) = .'."""""r-"l P

Maintenant Talaons an peu danalyse el ont cons une egalite eolee Ia valene au centre de la
certaties fowetons comoe la ol i

hamle et la movenne sur la sphere que venhent

(C) Mantrer que
| 1 . .
f / [ . : -hedydz — / J{ Lz e ddo (4}
. e L | el -G Jod :
= g
Pourquol a-t-on besoin de B < q?
sinlgiens(8), o + rsenlg)snl ), o+ reas(e)), en daduire

((27) Fn notant G(r #,0) — gla =7

e
r 3
R [ P T ~
{1 = / ,|" — (.8 2) sinl o)zl {7)
2 llI CL 4
n .i-!
negalité (7) aver 0 = Ay < As < a. montrer gque

((35) En intégrant entre fi; o0 A5 11

...:- £l I: .Il.-l
= / /(Tfﬁ-_r. 8. i) smfg)diodl l / G{R|.8.2) sin{y)do d0. ()
o

(3]

II'.I il

(38} Deéterminer
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» restart: withiplots):
Warring; the name changecoords las besn rodofinoed

w Erelwpas —w w0 Iy
gi- (3, v) = pinix)+sinl

bt

f={ >

{x, v)=x sy +siniy)

L, y==3%21, . 3*F , 8lyle=patchaoontour, axe

gz
» plot3d{t{x, v}, x--3*PL. 3P

s=boxed,oricntation=165%,607);

20
10

-0,

» Figlrscontourplot{f (s, v, xr=3%Ri. . 3*Pl.y=-3%P1..3*Pl. scaling=con
straincd, contours=20}:

> Fagd:=implicitplotigix,y)=0
constrained, color=hlack, thickness=1

> displayid({Figl,FigZl};

FBi, 3701, y=-3*P1..3*P1i,scaling=
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