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Interrogation de mathématiques durée 1h30

La notation prend en compte la présentation

A. Fonction continue, signe et compacité

On considère la fonction à valeurs réelles F définie par :

F : R
3 → R

(x1, x2, x3) 7→ F (x1, x2, x3) = 2x2

1
+ 2x1x2 + 2x1x3 + x2

2
+ x2

3
.

(1)

1. Réduire la forme quadratique et montrer que F est minorée sur R
3.

2. Montrer que la fonction F est continue sur R
3. Est-elle majorée sur R

3 ?

3. Soit S la sphère unité : S = {x ∈ R
3; ‖x‖ = 1}. Sans faire de calculs, montrer que F

atteint son maximum sur S.

4. En utilisant la question 1, calculer le maximum de F sur S.

B. Point fixe (changement de Norme)

On veut résoudre l’équation différentielle suivante :

{

y′(t) + 1

2
(y5(t) + y3(t)) = 0 pour 0 < t < 1

y(0) = 1.
(2)

Pour cela on considère l’espace E = C0([0, 1]; [0, 1]).

1. Soit n ∈ N fixé, montrer que

|ϕ|∞ = sup
0≤s≤1

|(1 + s)−nϕ(s)|

définit une norme sur E équivalente à la norme ‖‖∞.

2. Pour u,w ∈ E, montrer l’existence d’une constante positive k vérifiant :

∀t ∈ [0, 1], |u5(t) + u3(s) − w5(t) − w3(t)| ≤ k|u(t) − w(t)|

que l’on évaluera.

3. Soit ψ donnée montrer la majoration suivante :

|

t
∫

0

ψ(s) ds| = |

t
∫

0

(1 + s)n(1 + s)−nψ(s) ds| ≤
2

n + 1
(1 + t)n|ψ|∞ (3)



4. Soit l’application φ

φ : (E, | · |∞) → (E, | · |∞)

z 7→ φ(z) : t 7→ 1 − 1

2

∫

t

0
z5(s) + z3(s) ds

(4)

5. Montrer que

∀t ∈ [0, 1] |φ(u)(t) − φ(w)(t)|(1 + t)−n ≤
k

n + 1
|u − w|∞ (5)

6. Choisir n pour que l’application φ soit contractante et montrer l’existence d’une unique
solution v à l’equation :

v = φ(v) (6)

7. Montrer que la fonction v vérifie l’équation différentielle (2).

C. Question de cours

Soit α un endomorphisme symétrique de R
n muni du produit scalaire canonique. Montrer que

si deux valeurs propres sont distinctes, alors des vecteurs propres associés sont orthogonaux.




