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Tri des matériaux

On sintéresse 4 Ia possibifité de trier les matériaux en utilisant lers propriies magnériques. Les
matériaux sont placés & l'aide dun tapis roulant dans 'entréfer d'un electro-aimant; Pour simplifisr
les analyses, on s iméressera dans la premmére partie uniquement aux phénomenes liés aux forces
magnetiques consécutives: & Taimantation des maténaux. Dans la deuxieme partie; on analysera
uniguement les effets liés daux courants de Foucault.

I- Trides matériaux par action des forces d’aimantation

LI Champ magnétique dans un tore coupé par un entrefer

On considere (Figure 1) un anfeau rongue, & axe de
revolition A, de ravon moyen B, dont la section droate est
un carré de coté a Ce tore en matériau magnétigue st
COUPE par un enticfer d'ar, dangle digdre o, et porie un
enroulement de N spires  régulidrement  réparties et
parcourues par un courant constant d'intensite I On peut
admettre que les vecteurs excitation el champ magnétigues
sont colinéaires aussi bien dans e tore que dans Uentrefer,
ef que, méne en présence de Pentrefer, dont 'angle @
exprime en radians st petit devant 2, les lignes de champ
restent  circulaires, Les  fuites  magnétigues sonl -alors
négligeables, La perméabilité relative de 'air sera prise.
égale 4 1. On notera B, ¢t H, les normes du ¢hamp
magnelique el de Vexcitation dans 'air ¢t By et Hy ces
meémes grandeurs dans le milieu magnengue.

&) On suppose dans un premier temps que le tore de permeézbiliié magnetiue relative w, ne
presente pas-d entrefer. Déterminer les normes de Vexaitation et-du champ erees par le tored la
distance r del'axe’' A

by ‘On suppose maintenant que le tore est coupé par 'entrefer d'angle didgdre o, Diéterminer B,
Hi, Byoet Hod fa distance r de laxe A

¢} Bue deviennent ces expressions dans le cas o0 f >>17 Détermingr alors les valeurs
numeriques himites By et Bo; de B, dans entrefer aux distances r = R-w'2 et ry; = R+a/2 . On
donne R =04 m, N = 1000 spires; 8= 6cm, & = 3°, 1= 104, pe=3500, g = 4m,107 [81]
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L2 Aimantation d’un disque dans Ventrefer de Pélectro-aimant et action des forces
magnétiques

On vent évaluer ction des forees magnétiques Sur un petit disque materiel de volume A1 Un
tapis roulant (en matérian non magnétique) déplace 4 fa vitesse 17 les objets & trier dans lx zone de
I'entrefier, Le plan de ce tapis ¢st le plan bissecteur de angle diédre

~ On rappelie que lr resultante te F des forces magnﬂ-m:ﬁuts s exergant sur une boucle de gourant -l:le
mameal magnétique m placé dans un champ extérieur H est egaten I = grad (m B) :

O uiilise cofme repere-un réferenuel cylindrigue o origme 8] (cenire du tore), 1'ixe Oz dant
perpendiculaire & Faxe {A) du wore-(Figure 2a). le tapis ¢ant situé dans ke pEﬂn z = 0, La position
d'un objet i, suppese de petites dimensions, est Tepérée par fe veclewr IV = 1; w, (igure 2h)

A, t
| R =
[}. grnd 3{'.\]""
; ﬂl-,i"_ =
a}
Plan perpendiculaire au tapis roulant
Figurg 2

a) Dans le repere défini ci-dessus el en Mabsence dobjets sur le tapis, dosner I'expression et la
direction du champ magnétigue # exastant dans entrefer pour un point situe dans le plan du
Lapis

b) On comgidére teut d'abord le cas dun petit disque de volume At pleee sur le tapis, ex
matérial magnetique partait de susceptibifité magnétigue g <<|. Dans ce cas, on peut
considirer que le champ magnénque existant dans of petit élément matériel magnétique
placd dans l'entrefer est le méme que l¢ champ magnétique B préexistant dans get entrefir,

- Donner lors, en ienast mmpte te ces ﬁppnmnmmm la refation entre |'aimantation
induite M prise par ce margriau et Ie champ magnétique B,

- Maontrer gue la résultante AF de ces forces 3'exprime par - AF = - K xﬁé‘,t—r#uﬂ K est:
une constanie positive gue 'on expiimera en fonction de wy, e, o, N o | et (que 1'on
caloulers numeriquement.

N.B. 'On rappelieque, en cnc-fdnmﬁﬁ cylindriques, grad{’ = ‘?’{“' ot l‘iﬁ‘g“ +Eﬂ

- En deduire comment tend i se deplacer un matériau diamagnetique place dans entrefer
Méme question pour un matériau paramagnelique.
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¢} On considére mantenant le cas d'un petit disque de volume At en matériau ferromagnetique
placé. sur le tapis dans l'entrefer. On zdmeltra que son eimantation est donsge par

M= -.Jl‘;;;i Que devient la résubtante des forces AF pour ce matérian? En déduire
[ 472
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comment tend & se déplacer un materiau feromagnétique place dans 'entrefer,

d)  Si-le disque matériel de masse volumique p se déplace sur le tapis, il est soumis au cours de
son déplacement a une force réastante di fromement dont Ja norme est égale i Fio = [ mg
o o est la mansae dy u:iis.n';ue_ o Uaceéhération de la pesainteur et [ une constante egale a 167
Pour 1 = R, exprimer le rapport entre fa force magnétigue et fa force de frottement pour les
différends types de matériaux: En utilisant les données du tableau I, évaluer numériguement

le rapport éfgﬁ pour Jes differents materiauy. On prendea g =10 ms*. Expliquer slors quel

type de i de mageiaux on pourrait cealiser surun tel principe

Matériau Cuivre | Aluminigm | Fer | Polymeére |Polyamide

condueieur | isolant

Conductivitéy (S m™) 64107 4,110 LU’ {2500 Troao!

| Masse volumigue p (kg™ [8900°  2.7.10° 179007 111100 1,188 |

Susteptibilité magnétique xa |94 107 [+2.0.10°  1.210' [40.007 [40 107 |
Tablean |

11 - Trides matériaux par courants de Foucault

Dang le cas des ordures menageres. on utilise les couranis de Fuuc:ault pour extraire Jes
materiauy conducteurs (pringipalement les memm} des autres (plastiques, malitre m:gmqu} Le
dispositif appelé séparateur est constitué d'un tapss roulant qui déplace les abjets @ trier dans une
zong de champ magnétique variable (Figure 3),

' On utilise comme répére un reféventied (O, y2)
doni P'axe Ox est paraliéle au tapis e 'axe O
vertical, perpendiculaire su  tapis. Les  objets
penétrent dany une zowe of réené un champ
magnetique B non uniforme caractérisé par une
composante verticale B, gui croit lineairement avec
x, seton ks relation;

B el
Bo= "ty (B, 8t X, constantes),

Ko
champ 1- Question préliminaire
Figure 3 Crielle est fa valeur de ror B-dans Mespace entourant

les objets, ol ne peut circilker aucon courant 7
Monirer que cette condition ne peut étre satisfaite que si B posséde une composanie suppleémentaire
By suivant u.dmt :}mimmmla[ﬂmm gél:bémle On supposers par fa suite que B, = O pourz=0

Om rappelle que rﬂﬂ"{ r':h L& %}"4‘{/& ﬂj}&



2. Une spire métallique circulaire: de rayon a, de résistamce
ohmigue Rq et d auto-inductance L. est posee a plat sur le tapis:
roulant place a la cote z = [ et qui se deéplace a la vitesse V=V,

Décrire  qualitativement  les phenoménes physiques qui se W, s g .

produisent lorsque cette spire est dans la zone de champ. "

3- On raisonne dans le referentiel fixe et on suppose que toute la. 31:""&
surface de 14 spire est rentrée dans la zone A instant 1, le centre Figure 4

€ de la spire se frouve a |’ abeisse xg = Vi

31 Gany  effeciver de f:a!_uu'l mtégral complel, montrer, on justifisnt  soigneusement  vos
pffirmations, que ke flux @ de B3 travers 1a spire oriéntée par I3 normale o peot s exprimer
simiplement par @ = ma Bolxe), ou B ) est ks valeor de B aucentre de la spiire.

i-2En deduire I‘Equatmn differentielle régissant le courant i qui circule dans la spire On
condidérers | comme une  gramleur algébrique en oneéntant la spirc dans I scns positif
compatible: avee Ioriemtation de la mormale w,-au plan de In gpire {Indqu e BT o &ﬁ
reportant sur votre copie la figire 4). Donner I'expression de it) en supposant qu'a t= 0,1 =0

-3 L mtensité valamt 13 Mstamt 1, montrer, par des considérations de symétne sur les forces
elémentaires §"exergant sur des éléments dff de spire convenablement choisis, que la force de
Laplace s exergant sur la spire se réduit @ une force unique dont on precisera la direction,
Justifier soigneusement votre réponse en complétant votre fgure 4 repartée

3-4 On suppose que | = Lo {régime foree) déterming a la guestion 322, Calculer la- forge sésultante

¢t montrer qu'elle 8"égrit F = ;— ¥, ol k est une constante que I'on déterminera en fonction

ot

de Bo, X, et a Son signe éait-il prévisible ?

3-8 La spire est en fait un anneaw de petite section’ droite S 4l est constitué d'un matériau de
conducthivite yvet de: masse volumigue p.  Mentrer qu’en I'absence de frottements;
I"accelération mitiale que subil Tanneay peut s'ecrire — o (dBJ/dx ) V ol  est une fonetion
des seules caractéristiques du matériauy, :

346 Les questions précédentes permettent d'identifier les' caracténistiques du maténau intervenant
danis |"expression de la force dé Laplace Un i des matériaux avec un sysieme aussi simple
n'est aepmdant pas possible. Expliquer pourgua,

el galts g Dans la configuration réelle. le separateur

ek et place a l'extrémité du tapis roulant, 1a o le
tapis  tourne de 180" awtour d'une poulic
(Figure 3). On peut considérer que, 4 I"entrée
dans la zone de champ, lavitesse ¥ des corps
entraines reste celle du tapis et est donc
orthoradiale. Par suite de la configuration plus

"""" v — 3 complexe du champ magnétique régnant dans
| Bac1 I Bac 2 cette zone que celle éludiée précédemment, la
force de Laplace Fr est radiale dirigée vers
Pextérieur. On admettra que Faccélération
Figure 5 radiale reste de la forme a”(dB./dx)'f V.
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Tri des Matériaux

I - Tri par action des forces d’aimantation : 20 points

Ir | Charng.agnétique dans un tore coupé par un entrefer

1.1a

Théoréme ampére : Contour = cercle de rayon r d’axe A & z=constante

ek . __Ni
ﬁn‘dl —Zleniac&r ::>Hm -—-'m 1
e o AR P 0,5
1.1b . . - )
Fuites magnétiques négligeables : conservation du flux de B :
h= fﬁds=BaS=BmS d’ou B, = B, 0,5
§
Be=ipiiHn e Bi=ggHo = Ho=gt-Hn 65
Pas de modification de lignes de champ introduite par I’entrefer
soit chde.=raHa+(2;r—a)er= NI 1
; Ni
=5y Hn= Ni t Ho= £
M 2 ar+er (1) M rrvar (1) 0.5
Ni
ﬁer:Ba= ‘Lﬂ}b
2rr+ar(w—1) 0,5
l.le | Siy, trés supérieur a 1
:>Bm:.Ba=M— et sz:——&—v et Hu=—e D 1
r(2 m+ayuer) r(2 r+oyr) r(2 m+ayue)
AN.:
rn=037m B,=0,63 T 0,5
I = 0,431'1'1 B._’T: 0,54 T 0:5
Remarque :
Certains étudiants ont aussi négligé le 2x devant au,. Accepter et mettre quand méme
tous les points. Dans ce cas, ils aboutissent a :
ﬁBm=Ba=M{' el Ha-_-—ﬁi—ef Hn= Ni
ra ra r ol
et aux valeurs numériques : B,;= 0,65 T et B,.=056T
12 Aimantation d'un disque dans 'entrefer de I'électro-aimant et action des forces
magnétiques
12 el =
* | B=B.=Bee: i
I.2b Hdeﬁ 9,5
H=—bBa ' (mettre 0/0,5 st ils utilisent 1) 65
Ao 1+ e _ i
Avec 34 <<1 hM"=Zd-‘B"—-
yry
0.5
Dans le cas d’un petit volume At :
0,5

Fzgrad(m) avee Am=MAT

os

|y

|



R BN | = = =
AF=grad(Am.B:)=grad(MA ﬁg:%gmd(&) mettre 1,5/1,5 si cohérent {
P NI AL ;bNi ; 2 _
(fop N, I -, ALRR e de B dul.l
3’(2ﬁ+aﬁb 72 :>g?‘ad BZ%{ (2E+er):| o K expression de B du . 0.5
= A ‘ ol
D’oll en posant AF=-K rzd m :_2_{_;40&1__ : 0.5
| Qr+oyr) |
AN. : K=85696 ~ 8,510 N 93
Exiger expression AF et valeur numérique exactes. Ne pas metire les points (0,5 + 0,5)
méme si cohérent avec avant
Diamagnétique y4 négatif , déplacement dans sens +u, 1
Paramagnétique ¥4 positif, sens opposé 1
Metire les points si raisonnement sur y, cohérent (méme si valeur de K fausse)
[2¢ | Pour un matériau ferro, il suffit de remplacer dans I'expression de AF,
¥d par A Soit AF=— —Afﬂf—ﬁr 0.5
(1+48) (1+&Lyrs
Mt 0,5 b it ot it I — D roemete’ s evaiod it pa
I+M"’3 '
nette
Déplacement dans sens — #,. 0.5
(l Fp. est en sens inverse de AF. On évalue le rapport des modules (pas nécessaire de tenir
) compte du signe).
waF
Pour les matériaux dia et paramagnétiques 1L AF Al 1
KFfm. “PAtpg PpgR
soit +AF—156 4L soit AEx] 3410742
KFE, P s P non noté
A Az
&) 1
3
pour le fer —I%:-J?F— BAzp. Xd
—KQE=156 24 3x156.,468 non noté
Firot [ _I_Zd P P P _
Matériau Cuivre Aluminium Fer ] Polymére Polyamide isolant
conducteur 0.5%5
¥
1 AF ,6.107 [1,2.10° 6.10% |57.10" 57.10° (exiger
K Fio valeurs
t
AF 1,4.10% [1.10" 5.10° [48.10° 48.10° s
F non noté
frot
Seul dans le cas du fer, la force magnétique est supérieure & la force de frottement. On peut 1
envisager de trier les matériaux ferromagnétiques (qui se décalent vers la zone ol le champ
magnétique est le plus éleve) des autres matériaux (dont la position sur le tapis reste fixe).
TOTAL I 20 points

kS



I1 — Tri par courants de Foucault : 20 points

L

1 Dansle vide j=0 donc rot B=0. 0,5
. * B,
rorB=(@Bx_Bayy; 0 — 9Bx_0B:_ 5o
& o™ 0z x x !
=3 Bx:§°—2+csre 0.5
X :
On prend B, = 0 en z = 0 donc la constante est nulle
Finalement E=&zﬁx+&xﬁz
Xo Xo

2Le flux & travers la spire augmente au fur et 2 mesure qu’elle progresse sur le tapis roulant.
Donc f.e.m. d’induction 0.5
Un courant d’induction apparait donc dans la spire. 0,5
Les forces de Laplace tendent 4 s’opposer 4 la variation de flux, donc a freiner la progression de 0,5
la spire sur le tapis roulant
3-1 La composante B, ne contribue pas au flux (normale & la spire = ) ;
d¢ = +B, dS compte tenu de I’orientation 0,5
La spire est symétrique par rapport & X =X et B, (x.-d) =B, ()= d B, s By (. + d) =B, (x) +d |-
B,/x, Donc en sommant par tranches symétriques par rapport a x = X les composantes linéaires en d se
compensent et il ne reste que la contribution du terme central = a’ B, (). 1
Accepter un paramétrage en X = X, +rcos 6,0 <r=a, 0 <0 <2n, intégrande d¢
{B, (x.) + r cos 0 By/X,} rdrd8 qui conduit au méme résultat en intégrant d’abord en 0 (la valeur
moyenne d’un cosinus sur une période est nulle)
32 e = -dd/dt = -na’ dB,(xc)/dt = -ma® By/x,dxc/dt= -ma’V By/x, négative 0.5
i orienté dans le sens trigonométrique cohérent avec la normale u, 0,5
L di/dt + R, i=e=-ma’V By/x, 0.5
Equa diff du premier degré a coefficients constants et second membre
solution particuliére de régime établi i, = -na’V B,/ (RoX,) + sol. générale K exp(-Rqt/L) 0,5
Condition initiale : i=0at=0 d’od K =ma’V B,/ (ReX,)
Soit i(t) = - 7a?V By/ (RoXo){1 - exp(-Ret/L)} 0,5
3.3 Autour de x = x. + a cos 8, 0 <8 < 2x la force de Laplace sur I’élément dI= a do est radiale et sa
norme dépend de I'abscisse X, donc en sommant les contributions de deux éléments situés en (x, y) et (X,
¥ '
il vient une force dF dirigée suivant u, : 1
3.4 dF = 2i ( x. +a cos 8) a cos 6 B,/x,dO u, & intégrer entre 0 et 7.
Seul le terme en cos’ © donne un résultat non nul, d’ot :
F=mnia®By/x, 1,5
En remplagant i par i, = = -ma’V B,/ (RoX,) il vient
F=-7a" (By/x)' V/Rouy=-m*a* (By/Xo)* /R, V 0.5
D’od k=- 7 a* (B/x,)
C’est une force de frottement fluide (proportionnelle  la vitesse). On pouvait effectivement prévoir que
la force de Laplace s’oppose  la variation de flux et donc a I’avancée de la spire dans la zone de champ 0,5
magnétique, d’'ou k< 0.
3.5 La masse de I’anneau est égale a 2naSp 0.5
La résistance R, vaut 2ra/(y S), donc en substituant I’expression précédente 1’accélération 0,5
F/2maS p = - a* (Bo/x,)* y/(4p) V = - a° (dB,/dx) y/(4p) V

0,5

f=y/(4p) dépend du rapport conductivité / masse volumique, parametre matériau
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3.6 Dans le dispositif étudié le tri n’est pas commode car la force de Laplace se contente de repousser
davantage les métaux que les isolants sur le tapis roulant qui de toute fagon avance.

| En revanche dans le dispositif réel les métaux sont expulsés hors du tapis roulant vers le bac 1 tandis
que les déchets isolants tombent par gravité vers le bac 2. — 0,5
L’expulsion est plus efficace pour des anneaux de grand diamétre (effet proportionnel a a’) 0,5
Entre les différents matériaux : le rapport y/p vaut 7,2.103' (Cu), 1,5.10% (AD, 1,4.10° (Fe), 23 (polymére
conducteur), 9.10° (polymére isolant), ¢’est donc I’aluminium qui est entrainé le plus loin, mais le 0,5
dispositif reste efficace pour Cu et Fe. Les autres matériaux ne bougent pas.
4.1 En un point donné, B,y = BoX/X, 0, + B/, z s,
donc OB/ 0t = By/x, 0/ 0t u, + By/x, 07/ Ot uy
soit dB.y/Bt=By/x, Vu, (8z/ot=0) 0,5
420naj=yE 0,5

et rot E = - 8B,/ ot donc 0,5
rot j = —y 8B/ 6t = — yB,V/X, u,
doncrotj=K'u, avecK’=-yB,V/x, 0,5
4.3 j =j €y

10(rf) _

=—yB,V/

P YBoV/Xo 0,5
s’intégre en j = Z f;V r+$ (C constante) 0,5
Le champ E ne peut pas diverger en r = 0 (pas de charge ponctuelle ou linéique sur I’objet) donc la 0,5
constante C est nulle
4.4 Puisque I’anneau est fin, r est & peu prés égal a a et j(r) a j(a) dans toute la section S
L’intensité est le flux de j & travers la section S 0,5
i = -y B,VaS/(2x,) = - B,Va 2na/((2x,) y S/(2na) 0.5
(en utilisant R, =2ma / (y8)) 1 =-ma’V ByJ/(R.X;) On retrouve le résultat précédent 0.5
4.5 Le plus rapide est de réutiliser la formule obtenue au 3.4 : _

F =1 i1 By/x, uy, avec i = - y B,VrS/(2x,) qui vient d’étre établi au 4.4 pour un anneau de rayon r et

section S, puis remplacer S par h dr et intégrerder=0ar=a. 1.5
1l vient F = —(By/x, )’ nyVha'/8 u,

On peut aussi évaluer la force de Laplace élémentaire dF = produit vectoriel jdr par B, ol dt est le

volume élémentaire entourant le point ot on évalue la force. Puis intégration.

accélération — (By/x, )* ya'/(8p) V ; le facteur f devient y / (8p) 0,5
TOTAL II 20

TOTAL GENERAL sur 40 points

Le coefficient diviseur sera fixé ultérieurement




